OLASILIKVE ISTATISTIK
RASGELE(TESADUFi) DEGISKENLER VE DAGILIMLARI

Degeri, bir deney sonucuyla belirtlen degiskene rasgele degisken denir.
Rasgele degigskenler X,Y,Z,... gibi buylk harflerle, aldiklari degerler ise x,y, z, ... gibi

kiguk harflerle gosterilir.

Kesikli rasgele degisken: X bir rasgele degisken olsun. Alabilecedi degerlerin

sayisI sonlu yada sayilabilir sonsuzlukta ise X ‘e kesikli rasgele degisken denir.

Surekli rasgele degisken: X rasgele degiskeni bir aralikta yada birden ¢ok aralikta

her dederi alabiliyorsa X ‘e surekli rasgele dedisken denir.
Bir paranin iki kez atilmasi deneyini dusunelim.

S = {YY,YT, TY, TT} dir.
X : Uste gelen turalarin sayisi olsun.
X ‘in alabilecegi degerler 0, 1, 2 olup x =0,1,2 ile gosterilir. X kesikli rasgele

degiskendir.

Bazi fiziksel deneylerde olcimler herhangi bir araliktaki her degeri alabilir.
Yani ornek uzay sayilabilir degildir ve rastgele degisken zaman, agirlik, yukseklik gibi
Olcimlerin sonucu olan herhangi bir degeri alir. Bu tip rastgele degiskenlere surekli

rastgele degisken denir.
Kesikli Rasgele Degiskenlerin dagilimi

Kesikli rasgele degiskenin olasilik dagilimi yada olasilik fonksiyonu; rasgele

degiskenin alabilecegi degerlerin, karsilik gelen olasiliklarla birlikte belirtiimesidir.

k)

Bir paranin iki kez atiimasi deneyinde “ Uste gelen turalarin sayisi ” olarak

tanimlanan X rasgele degiskeninin olasilik dagilimi,

X=x ‘ 0 1 2

_ p(x = 1 2 1

f@=PX=2 7 7 3
bicimindedir.

1 1

fO=PX=0=-, f(1)=P(X=1)=§ . f@=PX=2)=-

4 4



Tanim (Olasilik fonksiyonu):

X; sonlu sayidaki x4, x5, ..., x, de@erlerini f(x;) = P(X =x;) , i =1,2,...,nolasiliklari
ile alabilen kesikli rasgele degisken olsun. Asagidaki sartlan saglayan f(x)

fonksiyonuna X’in olasilik fonksiyonu denir.
) f(x)=0,i=12,..,n
2) Yica fO) =1

X rasgele degdigskeninin bir tek x degerine esit olma olasiligi ile ilgilendigimiz

gibi, X’e esit kliclk olmasi olasiligi ile de ilgilenebiliriz.

Tanim (Dagilim fonksiyonu): Bir X rasgele degdiskeninin dagilim fonksiyonu F(X)

ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

FOO =P <) = ) f(x)

XisSX
Ornek.
X=x ‘ 0 1 2
2 1
f@=Px=x| 7 7 3
olsun. Dagilim fonksiyonunu elde ediniz.
Cozim.
X=x ‘ 0 1 2
3
Fx)=PX<x) - I 1
olur.
0, x<0
1
Z , 0<x<1
F(x) = 3
-, 1<x<2
SR
1 x=2



Ornek. X kesikli rasgele degiskenini icin

X=x ‘ -3 0 2 3

f(x)=PX =x) 02 01 04 ¢

veriliyor.

a) c sabitinin degeri nedir?

b) X, hangi degeri en buyuk olasilikla alir?
c) P(X >0)=?

d P(X =-2)=?

e) X ‘in dagihm fonksiyonunu yaziniz.
Gozum.
a) f(x) ‘in olasilik fonksiyonu olabilmesi igin, ¥, f(x;) = 1 olmasi gerekir.
f(=3)+f(0)+ f(2)+ f(3) =1 olmalidrr.
024+01+04+c=1=> c=0.3olur.

b) X, 2 degerini en buyuk olasilikla alir.

c) PX>0)=P(X=2)+P(X=3)=044+03=0.7
d P(X=-2)=0

e)

X=x -3 0 2 3

fX)=P(X=x)| 02 01 04 03

X=x -3 0 2 3

F(x)=P(X<x)| 02 03 07 1

(0 , x < -3

02 , —3<x<0

F(x)=< 03 , 0<x<?2
L0.7, 2<x<3
1 , x=>3



Surekli Rasgele Degiskenlerin dagilimi

X, (—oo, +0) araliginda tanimlanan surekli rasgele degigken olsun. Asagidaki
sartlari saglayan f(x) fonksiyonuna X rasgele degdiskeninin “olasilik yogunluk

fonksiyonu” denir.

1) f(x) =20 , —o<x <
2) [ fdx =1

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olan X rasgele degigkeninin herhangi

c ve d deg@erleri (—oo < ¢ < d < o) arasinda bulunma olasihgi
d
Plc<X<d)= ff(x)dx
Cc

ile bulunur.
NOT:
Plc<X<d)=P(c<X<d)=P(c<X<d)=P(c<X<d)

NOT: Sdrekli bir X rasgele degigkeninin, belli bir x degerini alma olasiligi sifirdir.
Yani, P(X =x) = 0dir.

Tanim (Dagilim fonksiyonu):

X, f(x) olasihk yodunluk fonksiyonuna sahip surekli rasgele degisken olsun.

X ‘in dagilim fonksiyonu,

FX)=PX<x)= ff(s)ds

olarak tanimlanir.

NOT: X surekli bir rasgele degisken ise, dagihm fonksiyonu da batin x degerleri igin

sureklidir.



Teorem. Surekli bir X rasgele degiskeninin olasilik yodunluk fonksiyonu f(x) ve
dagilim fonksiyonu F(X) olsun. Bu taktirde butin x dederlerinde diferansiyellenebilir

bir F(X) fonksiyonu igin

J0F (x)
dx

f&x) =

ve a < b olmak Uzere herhangi a ve b sayllariigin, P(a < X < b) = F(b) — F(a) dir.
NOT: Dagilim fonksiyonuna, birikimli dagilim fonksiyonu da denilmektedir.

NOT: Dagilim fonksiyonu, artan bir fonksiyondur.

NOT: lim,,_, F(x) =0 ve lim,_, ., F(x) =1 dir.

Ornek. f(x) =1 , 0<x <1 verilsin.

a) P(0.25 < X < 0.75) =?

0o 0.75
P(0.25 < x <0.75) = f fx)dx = f 1dx = 0.50
—0 0.25

b) P(X > 0.25) =?
1

P(x > 0.25) = f f(x)dx = f 1dx = 0.75
—0 0.25

Ornek. Belli bir tipteki elektrik ampullerinin dayanma siresi(saat) ile ilgili agagidaki

olasilik yogunluk fonksiyonu veriliyor.
k 1500 < x < 2500
o) = { 3 =t
0 , diger durumlarda

a) k sabitinin degeri ne olur?

f(x) , olasilik yogunluk fonksiyonu diye verilmis. O halde, ffooof(x)dx = 1 olmaldr.

2500 K
f — dx =1= k = 7031250
X

1500

bulunur.



b) Rasgele secilen bir ampuliin dayanma suresinin 2000 saat ve daha fazla olma

olasihgini bulunuz.

2500
7031250
P(X = 2000) = f x—3 dx = 0.3164

2000

k(1-x), 0<x<1

0 D dd veriliyor.

Ornek. f(x) = {

a) k sabitini bulunuz.
b) Dagilim fonksiyonunu bulunuz.
c) P(X<1/2)=

Cozim.

a) [[f()dx=1= [ k(1-x)dx=1=k=2

i€ ={2(1O_ x) ,' °d<_d’f <1 owr.

b) F) =P(X <x)=["_f(s)ds = [ 2(1 — s)ds = 2x — x*

0 , x<0
F(X)={2x—x2 , 0<x<1
1 , x=>1

1 1

0) PX<1/2)=F(3)=25- (—)2 =3/4

2

2x , 0<x<1

0 T dd veriliyor.

SORU. f(x) ={

a) F(X) =?
b) Dagilim fonksiyonunu yardimiyla asagidaki olasiliklari bulunuz.
P(0.20 < X < 0.50) =?
P(X <0.75) =2
P(X > 0.35) =2



Ornek. f(x) =

veriliyor. X rasgele degiskeninin dagihm fonksiyonunu bulunuz.
Cozum. X , kesikli rasgele degiskendir. Olasilik fonksiyonu asagidaki gibidir.

X=x(o 1 2 3

f(x)=P(X=x)‘ 8/27 12/27 6/27 1/27

Dagihm fonksiyonu ise,

X=x | 0 1 2 3

F(x)=P(XSx)‘ 8/27 20/27 26/27 27/27

olur.

Rasgele degiskenlerin fonksiyonlari

X rasgele degdiskeninin olasilik yodunluk fonksiyonu f(x) olsun. Y = f(x)

seklinde tanimlanan rasgele degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulmak igin,
i) Y nin dagihm fonksiyonu bulunur. Yani G(Y) = P(Y < y) bulunur.
i) G(Y) nin y ye gore turevi alinarak g(y) bulunur.

i) g(y) > 0 olacak sekilde Y nin tanim bdlgesinde y degerleri belirlenerek o.y.f. elde

edilir.
Ornek.
f(x) = { ZOx » 0< 2 2 1 veriliyor.

Y = 4X bigiminde tanimlanan Y degdiskeninin dagilim fonksiyonunu ve olasilik

yogunluk fonksiyonunu bulunuz.

Cozim.



Dagihm fonksiyonu;

GY)=P(Y<y)=P4X<y) =P(XS%) =J f)dx =

0 , y=<0
G(Y) = £ , 0<y<4
1 , y=>4

Olasilik yogunluk fonksiyonu;

aG ,
g) =752 =6'() =3

y

=, 0<y<8
():{8
8 0 , d.d.

Soru.

fx) = { ZOx » 0< Zzl veriliyor.

)

Y =3X+1 ise g(y) =?

y/4

y/4

J 2xdx =y

0

2

16



